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Аннотация
В данной работе рассмотрен исключенный объем частиц газа Лоренцовски сжатых твердых сфер. Вириальное
разложение, включающее только вторые вириальные коэффициенты многокомпонентной смеси, преобразовано к
форме, которая позволяет его релятивизовать и экстраполировать на случай высоких плотностей в переменных
большого канонического ансамбля. Полученное уравнение состояния в нерелятивистском пределе воспроизводит не
только второй, но также третий, и четвертый вириальные коэффициенты газа твердых сфер. Проведено сравнение
усредненного второго вириального коэффициента для газа пионов с ранее полученным релятивистским аналогом
уравнения Ван дер Ваальса и показано, что новое уравнение состояния переходит в ультрарелятивистский режим
при более низких плотностях.
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Введение
Исследование уравнения состояния КХД материи
в соударениях тяжелых ионов является в настоящее
время одной из наиболее интересных задач ядерной
физики высоких энергий, поскольку в настоящее вре-
мя появилась реальная возможность локализовать
как новые фазы этой материи, так и обнаружить
(три)критическикую точку ее фазовой диаграммы
[1]. Речь идет, прежде всего, о фазе с частично вос-
становленной киральной симметрией (ЧВКС) и о
фазе кварк-глюонной плазмы. В последние годы две
теоретические группы установили и порядок этих
фазовых переходов и область наиболее вероятных
энергий соударения ядер [2, 3, 4, 5, 6]: фазовый пе-
реход 1-го рода ЧВКС происходит в адронной фазе
при энергии соударения ядер в системе центра масс√
𝑠 = 4−5 ГэВ/нукл., в то время как деконфайнмент
этой фазы в кварк-глюонную плазму является либо
фазовым переходом 2-го рода, либо очень слабым
переходом 1-го рода, но при энергии соударения ядер√
𝑠 = 9−10 ГэВ/нукл. В частности, в работе [4] было
оценено количество степеней свободы в фазе почти
безмассовых адронов и найдено, что он составляет
около 1800. Там же было отмечено, что для того, что-
бы существовал фазовый переход к кварк-глюонной
плазме абсолютно необходимо, чтобы у таких ад-
ронов был собственный конечный объем, который
приведет к сильному подавлению их давления при
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плотностях энергии в окрестности деконфаймента
[4]. Но, поскольку в фазе с ЧВКС масса нестранных
адронов 𝑚ℎ гораздо ниже типичной температуры
системы, т.е. 𝑚ℎ ≪ 100 − 130 МэВ, то такие ча-
стицы являются ультрарелятивистскими и поэтому
игнорировать эффектом Лоренцова сокращения их
собственных объмов нельзя [4].
Проблема учета эффектов Лоренцова сокраще-
ния релятивистских твердых сфер обсуждалась в
литературе неоднократно [7, 8], но даже в случае
Больцмановской статистики уравнение состояния,
удовлетворяющее принципу причинности, для кото-
рого скорость звука не превосходит скорость света
в вакууме, является довольно сложным даже для
частиц одного сорта [8]. Поэтому использование урав-
нения состояния, полученного в работе [8], для смеси
частиц с различными массами и различными радиу-
сами твердого кора представляется проблематичным
[4]. В тоже время в последние годы была предложена
концепция индуцированного поверхностного натяже-
ния [9], которая оказалсь исключительно успешной
для мультикомпонентных смесей как адронов [10, 11],
так и ядер [9]. Основные причины такого успеха со-
стоят в том, что, во-первых, полученные уравнения
позволяют учесть не только второй, но также тре-
тий и четвертый вириальный коэффициенты газа
твердых сфер [11], и, во-вторых, число уравнений,
которые необходимо решать, равно двум, и оно не за-
висит от числа компонент с различными радиусами
твердого кора [9, 10, 11].
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Поэтому в настоящей работе мы обобщаем концеп-
цию индуцированного поверхностного натяжения,
учитываем также и свободную энергию кривизны в
большом каноническом ансамбле, которая возникает
при учете взаимодействия частиц с окружающей их
термальной средой. Как показано ниже, такая кон-
цепция позволяет развить уравнение состояния газа
Лоренцовски сжатых сфер для произвольного числа
компонент с различными радиусами твердого кора
и/или различными массами.
Экстраполяция уравнения состояния на вы-
сокие плотности
Для вывода уравнения состояния газа Лоренцов-
ски сжатых твердых сфер мы используем следую-
щую формулу для второго вириального коэффици-
ента таких сфер
2𝑣𝑈𝑟𝑒𝑙𝑘𝑙 (Θ𝑣) = 𝑣𝑘 + 𝑠𝑘(Θ𝑣)𝑅𝑙 + 𝑐𝑘(Θ𝑣)𝑅
2
𝑙 +
+𝑣𝑙 + 𝑠𝑙(Θ𝑣)𝑅𝑘 + 𝑐𝑙(Θ𝑣)𝑅
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𝜋𝑅3𝑗 , 𝑠𝑗 = 4𝜋𝑅
2
𝑗 , 𝑐𝑗 = 2𝜋𝑅𝑗 , (5)
где 𝑅𝑙 – это радиус твердого кора сферической ча-







релятивистский 𝛾-фактор частицы с массой 𝑚𝑙, ко-
торая в системе покоя термостата имеет 3-импульс
?⃗?𝑙, а азимутальный угол Θ𝑣 – это угол между 3-
импульсами частиц 𝑘 i 𝑙, причем, как и в работе
[8], в импульсном пространстве ось 𝑂𝑍 направлена
вдоль 3-импульса частицы сорта 𝑘. Однако следует
помнить о том, что формула (1) применима толь-
ко для углов: −𝜋2 ≤ Θ𝑣 ≤ 𝜋2 . Поэтому на практи-
ке при интергрировании по сферическому углу Θ𝑣
его надо выполнять по интервалу Θ𝑣 ∈ [0; 𝜋2 ]: т.е.
𝜋∫︀
0
𝑑Θ𝑣 sin(Θ𝑣) = 2
𝜋/2∫︀
0
𝑑Θ𝑣 sin(Θ𝑣). Также в форму-
ле (5) величины 𝑣𝑗 , 𝑠𝑗 i 𝑐𝑗 – это, соответственно,
собственный объем, собственная поверхность и пе-
риметр частицы сорта 𝑗.
Формула (1) для параметра 𝑎 = 1 была получена
в работе [8] в переделе тонких дисков, но, как было
показано в [8], с точностью около 7% она также вос-
производит и ислюченный объем двух нерелятивист-
ских твердых сфер. Введение параметра 𝑎 ≃ 0.775
позволяет точно воспроизвести второй вириальный











Aнализ показывает, что введение данного параметра
в уравнение (1) не сказывается на точности при-
ближения как в случае двух ультрарелятивистских
сфер (𝛾𝑙 = 𝛾𝑘 → ∞), так и для случая одной нере-
лятивистской и одной ультрарелятивистской сфер
(𝛾𝑘 = 1; 𝛾𝑙 →∞).
Поскольку выражение (1) для 2𝑣𝑈𝑟𝑒𝑙𝑘𝑙 (Θ𝑣) симмет-
рично по индексам 𝑘 i 𝑙, то в симметричных слага-
емых по этим индексам не имеет значения к какой
из частиц относится интегрирование по углу Θ𝑣. По-
этому аналог вириального разложения для большо-






























𝑑Θ𝑣 sin(Θ𝑣) , (8)
где 𝑝 – это давление газа Больцмановских частиц
с температурой 𝑇 и набором химических потен-
циалов {𝜇𝑙}, а величина 𝜙𝑙(𝑇 ) – это термальная
плотность газа частиц с массой 𝑚𝑙, фактором спин-
изоспинового вырождения 𝑔𝑙. Сумма в формуле (7)
проводится по всем сортам частиц, причем антича-
стицы рассматриваются в качестве отдельных сор-
тов.
Шляпка над термальной плотностью (8) указы-
вает на то, что двойной интеграл по импульсу и по
углу действует как оператор на любую функцию с
такой же шляпкой, стоящую правее функции 𝜙𝑙(𝑇 ).
Для экстраполяции давления (7) на высокие плот-
ности воспользуемся приемом, предложенным в рабо-
те [8]. Сначала подставим выражение (1) в формулу


























































Теперь воспользуемся приближением для полного
давления 𝑝 ≃ 𝑇∑︀𝑙 𝜙𝑙𝑒𝜇𝑙𝑇 и введем новые переменные
Σ˜ ≃ 𝑇∑︀𝑙𝑅𝑙𝜙𝑙𝑒𝜇𝑙𝑇 и ?˜? ≃ 𝑇∑︀𝑙𝑅2𝑙 𝜙𝑙𝑒𝜇𝑙𝑇 , для которых































𝑇 − 𝑣𝑘 𝑝𝑇 − 𝑠𝑘𝛼𝐶 Σ˜𝑇 − 𝑐𝑘𝛽𝐶 ?˜?𝑇
]︁
.(13)
Ясно, что при малых плотностях система (11)-(13) эк-
вивалентна исходному уравнению (7), поскольку все
отличия за счет введения экспонент появятся только
в слагаемых с третьей и более высокими степенями
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плотности. То же самое справедливо и для введен-
ных параметров 𝛼𝑝, 𝛽𝑝, 𝛼Σ, 𝛽Σ, 𝛼𝐶 , 𝛽𝐶 . Как показано
в работе [11], правильный выбор этих параметров
позволяет воспроизвести не только второй, но также
третий, четвертый и даже пятый вириальные коэф-
фициенты газа твердых сфер. При помощи замены
переменных
𝛼𝑝Σ˜ −→ Σ , 𝛽𝑝?˜? −→ 𝐾 , (14)
𝛼Σ
𝛼𝑝
−→ 𝛼 , 𝛽𝐶
𝛽𝑝
−→ 𝛽 , (15)
мы получаем все еще достаточно общую систему
уравнений с четырьмя параметрами даже для случая































𝑇 − 𝑣𝑘 𝑝𝑇 − 𝑠𝑘𝛼 Σ˜𝑇 − 𝑐𝑘𝛽 ?˜?𝑇
]︁
.(18)
Из того факта, что величина, стоящая в показателе
экспоненты в формулах (16)-(18) является свободной
енергией системы, следует вывод о том, что вели-
чина Σ имеет смысл коэффициента поверхностного
натяжения, а 𝐾 - это коеффициент кривизны. A
поскольку они генерируются отталкиванием между
данной частицей и газом других частиц, то величи-
ны Σ и 𝐾 индуцированы взаимодействием частиц
с плотной термальной средой. Заметим, что в нере-
лятивистском пределе система (16)-(18) является
обобщением системы аналогичных уравнений, по-
лученных впервые для произвольного числа сортов
частиц в работе [9]. Поэтому система (16)-(18) поз-
воляет одновременно учесть не только эффекты Ло-
ренцова сокращения, но и эффекты более плотной
упаковки, по сравнению с приближением ВдВ.
Если посмотреть на поправку исключенного объе-
ма, стоящую в экспоненте в формуле (18), то можно
определить эффективный исключенный объем, за-












Для демонстрации роли индуцированного поверх-
ностного натяжения и кривизны введем исключен-
ный объем, усредненный по импульсам и углам
⟨𝑣𝑒𝑓𝑓𝑘 ⟩ =
(𝜙𝑘 · 𝑣𝑘)𝑝+ (𝜙 · 𝑠𝑘)Σ + (𝜙 · 𝑐𝑘)𝐾
𝑝(𝜙𝑘 · 1) ,(20)
Рис. 1 показывает зависимость функции 𝑓(𝑇/𝑚) =
⟨𝑣𝑒𝑓𝑓1 ⟩
4𝑣1
для случая 𝛼𝑝 = 𝛽𝑝 = 1 и двух наборов зна-
чений параметров 𝛼 и 𝛽 для газа пионов (𝑚1 =
137 МэВ, 𝑔1 = 3, 𝜇1 = 0) с радиусом твердого ко-
ра 𝑅1 = 0.39 фм. Заметим, что значения 𝛼 = 1 и
𝛽 = 1 формально отвечают случаю уравнения ВдВ с
отталкиванием и учетом релятивистских эффектов.
Однако, как видно из Рис. 1, для 𝑇 > 𝑚1 даже это
Рис. 1. Усредненный исключенный объем газа Лорен-
цовски сжатых твердых сфер в единицах исключен-
ного объема двух нерелятивистских твердых сфер
радиуса 𝑅1 = 0.39 фм как функция температуры
системы 𝑇 . Пунктирная кривая получена в модели
газа ВдВ [8], сплошные кривые отвечают модели
с индуцированным поверхностным натяжением и
кривизной, полученной в данной работе (см. текст).
решение системы (16)-(18) отличается от пунктир-
ной кривой, полученной для релятивистского газа
ВдВ в работе [8]. Значения параметров 𝛼 = 1.245 и
𝛽 = 1 воспроизводят третий и четвертый вириаль-
ные коэффициенты газа нерелятивистских твердых
сфер [11] (сплошная кривая на Рис. 1.). Таким об-
разом в данной работе прямыми вычислениями по-
казано, что эффективный исключенный объем газа
пионов для уравнения состояния с индуцированным
поверхностным натяжением и кривизной убывает с
температурой гораздо быстрее, т.е. такое уравнение
состояния становится ультрарелятивистским быст-
рее, чем уравнение состояния предложенное ранее в
работе [8].
Выводы
В данной работе с помощью эвристического вы-
вода получено уравнение состояния Лоренцовски
сжатых твердых сфер, которое одновременно в нере-
лятивистском пределе позволяет выйти за рамки
приближения Ван дер Ваальса и учесть не только
второй, но и более высокие вириальные коэффициен-
ты газа нерелятивистских твердых сфер. Полученное
уравнение состояния позволяет находить не только
давление системы, но и коэффициенты поверхност-
ного натяжения и кривизны, которые индуцированы
взаимодействием частиц с окружающей их термаль-
ной средой в довольно общем виде. Поэтому пред-
ложенный подход может оказаться важным и для
других задач, в которых необходимо учесть эффек-
ты влияния среды на термодинамические функции
системы.
Прямыми вычислениями показано, что новое урав-
нение состояния переходит в ультрарелятивистский
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режим для существенно меньших значений темпе-
ратуры системы, чем релятивизованное уравнение
состояния Ван дер Ваальса, полученное в работе [8].
Еще одно преимущество нового уравнения состо-
ит в том, что число уравнений не зависит от числа
различных частиц в системе. Как и в случае урав-
нения состояния с индуцированных поверхностным
натяжением, которое проанализировано в работах
[4, 9, 10, 11] это преимущество может привести к
существенному снижению времени вычислений по
сравнению с другими подходами. Кроме того, за
счет введения двух новых параметров 𝛼𝑝 и 𝛽𝑝, мы
надеемся описать также пятый и, возможно, шестой
вириальный коэффиценты газа твердых сфер.
C помощью полученного в данной работе уравне-
ния состояния мы планируем исследовать фазовые
переходы между обычной адронной материей и
адронной материей с частично восстановленой
киральной симметрией, а также между последней и
фазой кварк-глюонной плазмы.
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